Compléement sur les variables
aléatoires, loi des grands
nombres

1. Rappels de 1ére : Notion de variable aléatoire

A. Définition

Définition 15.1 Soit Q 'univers d’une expérience aléatoire (i.e. 'ensemble des issues possibles de cette
expérience aléatoire).

Si a chaque éventualité ¢, de 2 on associe un réel z;, on dit que 'on définit une variable aléatoire sur €.
Ainsi une variable aléatoire est une fonction définie sur Q.

Remarques :
e Attention, un méme réel peut étre associé a plusieurs éventualités.
e Soit X une variable aléatoire associée a une expérience aléatoire. Cette variable permet de définir des
événements. Par exemple, s’il s’agit d’un jeu aléatoire dans lequel on gagne des points,
— (X =5) est 'événement réalisé lorsque & la fin de la partie, on a gagné 5 points.
— (X < 10) est I'événement réalisé lorsqu’a la fin de la partie on a 10 points ou moins.

Exemple 15.1 On lance un dé a six faces.

e Sile résultat est 6, on gagne 2€

e Sile résultat est pair et inférieur strictement a 6 on ne gagne ni ne perd rien

e Sinon on perd 1€
Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique (c’est-a-dire positif ou négatif) du joueur. On a alors :

Issue 112|345 |6

ValeurdeX | -1 |0 |-1]|]0]|-1]2

On remarque que I'événement (X = 2) est le méme que I'événement "obtenir un 6”. De méme, I'événement
(X =0) estle méme que I'événement “obtenir un 2 ou un 4”. On peut donc définir un événement en utilisant
la variable aléatoire X.

B. Loi de probabilité d’'une variable aléatoire

Définition 15.2 :

Soit Q un univers lié a une expérience aléatoire et soit X une variable aléatoire sur 2 prenant pour valeurs
x1,..., T,. La loi de probabilité de la variable X est la fonction qui a chaque z; associe la probabilité que
la variable prenne cette valeur ; on note cette probabilité p(X = x;).

Exemple 15.2 La loi de probabilité de la variable aléatoire de 'exemple 15.1 est donnée dans le tableau
suivant :
Valeur z; de X | -

p(X =)

—
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2. Rappels de 1éere : Parameétres d’une variable aléatoire

A. Définitions : espérance, variance, écart-type

Z; I Io Tn
P(X=ux) | p1|p2]| | Pn

Définition 15.3 Soit une loi de probabilité

e On appelle espérance le réel E(X) défini par :
E(X) = ipiﬂ?i
i=1
e On appelle variance le réel positif V' (X) défini par :
V(X) = ipl(ml - E(X))2
1=1

e On appelle écart-type le réel positif o(X) défini par :

Interprétation et “trucs” mnémotechniques :

L’espérance mathématique d’une variable aléatoire réelle est ’équivalent en probabilité de ce qu’est la
moyenne d’une série statistique en statistiques.

La variance et 1’écart-type sont des mesures de dispersion.

La variance peut étre vue comme “la moyenne des carrés des écarts & la moyenne” (rigoureusement :
Pespérance des carrés des écarts a 'espérance).

La deuxiéme expression de la variance proposée dans la propriété peut étre vue comme la “moyenne des carrés
moins le carré de la moyenne”.

Exemple 15.3 Reprise de I'exemple 15.1 .
EX)=(-1)xi+0xi4+2xt=-1 V(X)=% o(X)= /32 =2l

Remarques :
e Dans un jeu ou X est associé aux gains possibles, F(X) représente le gain moyen que 1’on peut espérer.
Le jeu est dit équitable si F(X) = 0.
e Si on réalisait une expérience aléatoire un tres grand nombre de fois, les résultats statistiques
(fréquences, moyenne, écart-type) se rapprocheraient des résultats trouvés via le modele théorique
probabiliste (probabilités, espérance, écart-type).

B. Propriétées

Soit X une variable aléatoire. Cette variable X prenant des valeurs réelles, on peut effectuer des opérations
sur elle (la multiplier par un réel, lui appliquer une fonction, . . .). En reprenant les données de I’exemple
précédent, on peut choisir de définir une nouvelle variable aléatoire Y qui est le résultat d’une multiplication

des gains algébriques par 2. On écrit alors Y = 2X. Et on aura :
Valeur y; de Y | -2 | 0 | 4
(Y =yi) 3l 5ls
Onaalors E(Y)=(-2)x 3 +0x + +4x & =-1,

Propriété 15.1 Soit X une variable aléatoire et soient a et b deux réels. On a :
E(aX +b)=aFE(X)+b, V(aX +b) =a?V(X) et o(aX +b) = |alo(X)
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Démonstration

E(aX +b) = (ax1+0b)xp;+ (axa+b) X pa+ ... + (ax, +b) X p,
= (ax1p1 + axaps + ... + axppn) + (bp1 + bpa + ... + bpy)
= a(zipr + 2Pz + o+ Tnpp) +0(p1 + P2+ o+ pp)
= aE(X)+bx1

aB(X)+b
V(X +b) = Y pilaz; +b— E(aX +b))?

i=1

— Zpi(ami +b—aE(X)— b)2
i=1

= Zpi(axi — aE(X))2

= Zpi (a(z; — B(X)))?

= > pixa’x(z— E(X))?
i=1

= a®x ipi x (z; — B(X))?
=1

= a’V(X)

Propriété 15.2 Soient X et Y deux variables aléatoires. On a :
E(X+Y)=EX)+ E®Y)

Propriété 15.3 (Application) Soit X une variable aléatoire d’espérance E(X) et de variance V(X).
Alorsona:

vx) = Bx?) - (B(X)
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Démonstration
V(X) = ipi (-771‘ - E(X))2
- ipixf - 2ilpixiE(X) + ipi(E(X))2
= B(X?*)-2 }n: pizi E(X) + }n: pi/(X) x E(X)
= B0 =3 () 2 £(X))
= EB(X?) - E(X) (i 2p;x; — Zn;piE(X )>

= E(X?) - E(X) <2E(X) - E(X) Zn:pz)
i=1

Exemple 15.4 Toujours avec I'exemple 15.1, en posant Z = X?,ona:

Valeurz;deZ |1 | 0 | 4 B 1 1 17
(7 =) 1 %DoncE(Z)_1><§+()x§+4><g_5.
Ainsion a: ,
2 7 1 7 1 41
X)=FEZ) - |E(X =—-—(—-= = — = —
V(X) (%) (()> 6 (6) 6 36 36

On retrouve bien le résultat de I'exemple 15.3.

C. Variables aléatoires indépendantes

Deux variables aléatoires sont dites indépendantes lorsqu’elles sont associées a des épreuves indépendantes.

Propriété 15.4 Caractérisation Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement
si quelles que soient les valeurs z; et y;,

P(X=uxz;etY =y;) = P(X=x;) x P(Y =y;)

Propriété 15.5 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes .
Alors V(X +Y) = V(X) + V(Y).

3. Echantillon d’une loi de probabilité

A. Echantillon de taille » d’une loi de probabilité

Définition 15.4 soit X une v.a. définie sur Q). Un échantillon de taille n de la loi de X est une liste
(X1, Xo, ..., X,,) de v.a. indépendantes et identiques suivant cette loi.

Exemple 15.5 Dans le cas d’'un lancer de dés, un échantillon de taille 4 correspond a la liste des 4 résultats
de 4 lancers du dé.
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Définition 15.5 e La variable aléatoire somme d’un échantillon de taille n de la loi X est la v.a.
définie sur 'ensemble des échantillons de taille n par

Sy =X1 4+ Xo+ ..+ X,

e La variable aléatoire moyenne est le v.a. définie par M,, = 15,

Exemple 15.6 Dans le cas d’'un lancer de dés, la v.a. somme est la somme des 4 résultats, et la v.a.
moyenne est la moyenne des 4 résultats.

B. Espérance, variance et écart-type de S, et M,

Propriété 15.6 Soit S,, la v.a. somme d’un échantillon de taille n de la v.a. X, alors :
E(S,) =nE(X), V(S,) =nV(X) et a(S,) = /no(X)

Démonstration Vi € [1;n], E(X)) = E(X) et V(X}) = V(X).

Par suite E(X; + Xo + ... + X)) = E(Xh) + E(X2) + ... + E(X,,), dou E(S,,) = nE(X).
De plus, X1, X5, ...X,, sont des v.a. indépendantes, donc :

V(X1 +X2++Xn) :V(X1)+V(X2)+ +V( )

Finalement, V(S,,) = nV(X), et o(S,) = vnV(X) = vn/V(X) = /no(X)

Propriété 15.7 Soit M,, la v.a. moyenne d’un échantillon de taille n de lav.a. X ; alors :

E(M,) = E(X), V(M,) = V(X), et o(Sn) = 22

Remarque 15.1 On en déduit 'espérance et la variance de la loi binomiale, vues au chapitre 9.

4. Loi des grands nombres

A. Espérance, variance et écart-type de S, et 1/,

L’écart-type o représente (mais n’est pas strictement égal a) I’écart entre les valeurs prises par la v.a. et
I’espérance de celle-ci : la variance est la moyenne du carré des écarts a la moyenne, et ’écart type est la
racine carrée de la variance.

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev précise cette idée.

Théoréme 15.1 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Soit X une v.a. d’espérance et de variance V.
V6 € RY, P (X —p > 0) < L&D

Démonstration Soit Q' = {z;z; ...z, } 'ensemble des valeurs prises par la v.a. X, et soit 'événement
A ={|X — p| > &}, dont on note les éléments a4, az, ...ax.
Ces éléments ay, as, ...a), appartiennent a A, et Vi € [1; k], |a; — p| > 6.
Onsaitque V(X) = (z1 — u)?P(X = 21) + ... + (25, — )2 P(X = zy,).
En séparant dans cette somme les termes relatifs a des éléments de A des autres termes, il vient :
= > (@ —w?P(X =)+ Y (2 — u)*P(X = z,)

zp €A zqEA

S Sl
Ol tous les termes composant la somme S’ sont positifs, donc : V(X) > > (z, — p)?P(X = z,),
A

c’est-a-dire, avec les notations précédentes pour les éléments de A :
V(X) = (a1 — p)?P(X =a1) + ... + (ap — p)*P(X = ay)
Par définition de A, chacun des nombres |a; — u| est supérieur a 6, donc chacun des nombres (a; — u)? est
supérieur a 2. |l vient :
(a1 — p)?P(X =ay) + ... + (ap — p)?P(X = ay) > ?P(X = ay1) + ... + ?P(X = ay)
Dou:V(X) > 6*P(X = a1) + ... + §°P(X = ay). En factorisant 42 :
V(X) > 62 ( =a1)+..+P(X =ay)),avec P(X =a1) +...+ P(X =a;) = P(X € A).

(P
Ainsi, V(X) > §2P(X € A),i.e. P (X € A) < Y1X) | ce qui peut encore s'écrire P (|X — p| > §) < YN
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Propriété 15.8 Inégalité de concentration.

Soit M,, la v.a. moyenne d’un échantillon de taille n d’'une v.a. d’espérance p et de variance V.
Alors, pour tout réel 6 > 0,ona: P (|M, — pu| > 6) < -%

néz "

Démonstration On applique I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a M,,, il vient :

V (M,
P10, — B(My)| > 8) < )
Or E(M,,) = n, etcomme V(M,) = £, il vient P (|M,, — p| > §) < -%5.

B. Loi faible des grands nombres

Théoréme 15.2 Soit M,, la v.a. moyenne d’'un échantillon de taille n» d'une v.a. d’espérance u et de
variance V.

Alors, pour toutréel 6 > 0,ona: EIE P (|M,, — u| = 9)=0.

Démonstration Soit § un réel strictement positif. D’apres 'inégalité de concentration, pour tout entier

naturel n non nul, P (|M, — | >6) < -%.

Dou0< P(|M, —u|l>90) < % et comme lirf (n"?) = 0, en appliquant le théoreme des gendarmes il
n—-+0oo

vient lim P(|M, —pu| >9)=

n—-+4oo

La probabilité que la moyenne s’écarte de ’espérance devient tres petite pour les grands échantillons.

On pourra donc "modéliser” certaines probabilités en se basant sur les fréquences obtenues pour de tres
grands échantillons.
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